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RESUMO:

Quincunx ou Tabua de Galton é um dispositivo criado por Sir Francis Galton, importante matematico e
estatistico inglés, no fim do século XIX. Galton criou esse dispositivo para reproduzir empiricamente a
distribuicAo Normal de probabilidades, ao estudar a lei dos erros. Este artigo pretende mostrar que o
quincunx pode ser facilmente construido e utilizado para o ensino de probabilidade e niameros no
Ensino Fundamental, introduzindo os estudantes no mundo da Estatistica e despertando a nocédo
intuitiva da distribuicdo Normal. Acredita-se que, de posse de um pensamento estatistico, os estudantes
poderdo apresentar facilidades de compreensdo quando, posteriormente, cursarem disciplinas de
Estatistica basica ou aplicada em niveis superiores.

PALAVRAS-CHAVE : Quincunx; Probabilidade; Numeros; Parametros Curriculares Nacionais;
Distribuicdo Normal.

ABSTRACT :

Quincunx Galton Board is a device created by Sir Francis Galton, a leading English mathematician and
statistician at the end of the nineteenth century. Galton created this device to reproduce empirically the
normal distribution of probabilities, to study the law of errors. This article aims to show that the quincunx
can be easily built and used for teaching probability and numbers in fundamental education, introducing
students to the world of Statistics and awakening the intuitive notion of the normal distribution. It is
believed that, in possession of a statistical thinking, students may present facilities of understanding
when, later, take courses in basic and applied statistics at higher levels.
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01 — INTRODUCAO

O ensino de Estatistica e Probabilidade no a&mbito da Educacao Bésica é
competéncia do professor de Matematica. Apesar disso, nao é raro que tal professor
possua uma visao deterministica do mundo. Como afirmam Oliveira e Cazorla (2008),
“...quase nédo se da atencdo ao pensamento probabilistico, pois estamos habituados
a uma Matemética de certezas”.

Quincunx, tabua de Galton, caixa de Galton ou Bean machine é um
dispositivo criado por Sir Francis Galton para demonstrar empiricamente o Teorema
Central do Limite, em particular, que a distribuicdo Normal pode ser aproximada pela
distribuicdo Binomial. Estatistico britanico, Francis Galton mostrou como reproduzir,
com uma tabua com pregos perpendiculares e pequenas bolas, aparadas em sua
parte inferior, a curva de distribuicdo Normal, popularmente conhecida como “a curva
de Gauss™.

O aparelho consiste de uma placa vertical com linhas intercaladas de pinos
(ou pregos). Bolas séo soltas da parte superior, e podem cair para a esquerda ou
direita (teoricamente, com 50% de probabilidade), a medida que batem nos pinos. Ao
final da queda, elas sdo recolhidas em canaletas localizadas na parte inferior do
dispositivo. Ao se acumularem nas canaletas, as colunas de bolas sugerem o formato
da distribuicdo Normal de probabilidades. Dessa forma, levanta-se a hipotese de que
o aparelho quincunx possa ser utilizado em sala da aula para auxiliar no ensino de

Estatistica e Probabilidade.
1.1 — Teorema Central do Limite
Na teoria das probabilidades, o Teorema Central do Limite (TCL) é um

teorema que afirma que quando o tamanho da amostra aumenta, a distribuicéo

amostral da sua média aproxima-se cada vez mais de uma distribuicdo Normal.

3 Embora chamada de Curva de Gauss, a distribuicdo Normal foi introduzida por Abraham de Moivre
em um artigo no ano 1733. Gauss, que alegou té-la usado desde 1794, a justificou rigorosamente
apenas em 1809 (WALKER; LEV, 1958).

Revista Brasileira de Educacéo e Cultura — ISSN 2237-3098 | Numero XVIII Trabalho 07
Centro de Ensino Superior de S&o Gotardo Jul-dez 2018 Paginas 101-122
http://periodicos.cesg.edu.br/index.php/educacaoecultura periodicoscesg@gmail.com




103
FERREIRA, Eric Batista; BASTOS, Rafael Lemos. Ensinando Probabilidade e NiUmeros no Ensino
Fundamental com o Quincunx.

Mood, Graybill e Boes (1974) enunciam o TCL da seguinte forma. Seja f
uma densidade com média p e variancia finita 2. Seja Y a média amostral de uma

amostra aleatoria de tamanho n de f. Seja a varidvel aleatéria Z definida por

7 ®
Entdo, a distribuicdo de Z aproxima-se de uma distribuicdo Normal padréo
guando n tende ao infinito.
Em particular, o quincunx demonstra empiricamente a distribuicdo de

frequéncias da média amostral da distribuicdo Binomial, que se aproxima de uma

distribuicdo Normal, a medida que se aumenta o numero de bolas.
1.2 — A Distribuicdo Normal de Probabilidades

A distribuicdo Normal (distribuicdo de Gauss, ou gaussiana) € uma das
distribuic6es de probabilidade mais comumente observadas na natureza e € o ponto
de partida para a modelagem de diversos processos naturais (MOOD; GRAYBILL,;
BOES, 1974). Ela geralmente figura em eventos que sdo uma juncao de eventos
aleatérios independentes muito menores, que podem ser, até mesmo, nhao-
observaveis. Matematicamente, a distribuicdo Normal de probabilidades é descrita
pela seguinte funcéo densidade de probabilidade:

2
pl -2 07=)

1
f(X)= —— ~ 7
(X) \2mo? 2 o’ 2)

em que -~<Y<« sd0o 0S possiveis resultados de uma variavel aleatoria Y que tem
distribuicdo Normal, com média y e variancia 0.

A equacédo (2) é chamada entdo de funcdo densidade de probabilidade
(fdp), quantidade que n&o possui muita utilidade além da O6bvia, calcular as
probabilidades. Como definicdo de fdp, temos que a area total abaixo da curva
(integral impropria) deve ser igual a unidade. Especificamente para a densidade

Normal, temos que
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T 1 (Y -u)
= _expl-=MTH) lgy=1.
_J;\/Znaz =P 2 o’ Y

Em distribuigcbes continuas, a probabilidade é dada pela area abaixo da
curva, entre dois pontos (digamos, Yyo e y1). Para a distribuigdo Normal, por exemplo,
calculam-se as probabilidades de interesse por meio de integrais definidas, a saber

Y1 1 1 (Y _/J)Z
P % = [———expl-2 27 gy,
[Yo <Y <] yf TP T g (W

3)
Vale ressaltar que (3) ndo possui resultado analitico, sendo necessarios,

portanto, métodos numéricos de integracao.

02 — QUINCUNX

Esse topico tem por objetivo fazer uma reflexao sobre alguns aspectos do
guincunx, desde a origem do nome até sua construcdo em sala de aula.

2.1 — A Origem

Um quincunx ('kwin.kenks) é um padrdo geométrico que consiste em cinco
pontos dispostos coplanares disposto em forma de cruz, quatro deles formando um
guadrado ou retangulo e um quinto em seu centro (como a quinta face de um dados,
Figura 1a).

(a) (b)
Figura 1l (a) Dado: na sua quinta face os pontos estéo dispostos no padrao quincunx. (b) Moeda romana
chamada quincunx, cujo valor era 5/12 de uma moeda de bronze. Fonte: Wikipedia (2001).
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Originalmente, Quincunx era uma moeda emitida pela Republica Romana
(Figura 1b), 211-200 aC, cujo valor era 5/12 (quinque + uncia) de uma “as”, a moeda
de bronze padrao Romana (MWCD, 1993 apud PAJARES-AYUELA, 2001). Nas
moedas romanas quincunx, o valor era as vezes indicado por um padrdao de cinco
pontos. No entanto, estes pontos ndo estavam sempre dispostos em um padrao
quincunx.

O pardéo quincunx de disposicéo de 5 pontos seria, em 1889, utilizado por
Sir Francis Galton para nomear seu mecanismo gerador de distribuicdes empiricas de
probabilidades. Galton enxergou esse padrdo nos obstaculos propostos no seu

dispositivo (Figura 2).

(@) (b) (€)

Figura 2: Trés modelos de quincunx propostos por Sir Francis Galton (a) regular (b) duplo (c)
convergente. Fonte: Adaptado de Bulmer (2003).

Na Figura 2(a) pode-se ver o dispositivo quincunx na sua forma mais
simples. Na Figura 2(b) é apresentado o quincunx na sua forma dupla, o que ilustra
gue a soma de duas variaveis normais independentes é distribuida normalmente. Na
Figura 2(c) apresenta-se 0 quincunx convergente, que pretendia demonstrar que
guando se multiplica uma variavel aleatoria Normal por uma constante confinada entre

7

zero e um, a distribuicdo do produto € uma normal com menor variancia (mais

“estreita”).
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2.2 — A Teoria do Processo

E um processo simples que reproduz aproximadamente a distribuicéo
Normal de probabilidades. Bolas sao soltas em um funil posicionado na parte superior
do mecanismo e colidem com uma série de obstaculos (pinos) até chegar ao fundo,

onde se acumulam até gerar a silhueta da distribuicdo Normal (Figura 3).

--------------------

-------------------
4444444444444444444
---------------------

-------------------
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Figura 3 Esquema ilustrativo do Quincunx com oito fileiras de obstaculos. Fonte: Zhou (2011).

Experimentalmente esse processo funciona porque a posic¢édo final de cada
bola é determinada por muitos eventos aleatérios supostamente independentes (no
exemplo, 8 fileiras de pinos), representados por cair para a esquerda ou para a direita
do pino, gerando assim, aproximadamente, o formato da distribuicdo Normal (GAYON,
1998). Cada um desses eventos (cada pino) pode ser entendido como sendo descrito
por uma distribuicdo Bernoulli. Portanto, por exemplo, um conjunto de 8 ensaios de

Bernoulli constitui um evento Binomial (4).

— _(m m m-y;
PIY=yl={, |pm@-p)"". N
em que y; € o numero de sucessos em m ensaios de Bernoulli (fileiras de pinos); e p
€ a probabilidade de sucesso.

Para continuar exemplificando, considere que cada bola tem a mesma
probabilidade de cair para direita e para a esquerda em cada pino, ou seja, 50%. Se
uma bola for largada bem em cima do pino do meio, a probabilidade de ela cair sempre
para a direita (ou para a esquerda), nos 8 pinos (portanto se depositando, ao final, na

canaleta da extrema direita), € de
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8
P[Y =8]= [SJ x0,5°x0,5° = 0,003906 = 0,39%.

Como essa probabilidade € muito baixa, as canaletas das extremidades
serdo sempre as mais vazias. A medida que se aproximam do centro, as canaletas
tém cada vez maior probabilidade de encherem e, portanto, € onde se obtém
experimentalmente colunas maiores. Também do ponto de vista tedrico, a canaleta
central € a que recebera mais bolas, pois ela representa a esperanca matematica.

No exemplo das 8 fileiras de pinos, E[Y] = mp = 8x0,5 = 4 sucessos. Como
a primeira canaleta representa zero sucessos, 0S 4 sucessos sao obtidos na quinta
canaleta (Figura 4). Dai, pode-se inferir que, dadas m fileiras de pinos, o numero de

canaletas deveria ser, no minimo, m+1.

@
@
+33332,
000000000

|Binomial| 0,39% | 3.13%]10,94%(21,88%(27,34%21,88%]|10,94%|3.13% | 0,39%
|I\'omlal |0.59% 3,19%]10,59%|21,74%[27.63%(21,74%]10,59%)| 3,19% 0.59%\
Figura 4 Probabilidades Binomial e Normal para cada canaleta em um exemplo de nove cana letas,
vinte e cinco bolas e oito fileiras de pinos. Fonte: Proprios autores.

@

0000
0000

Seja n o0 numero de bolas que serdo utilizadas no processo. A medida que
n e m crescem, uma distribuicdo Binomial com parametros m e p pode ser aproximada
de maneira satisfatoria pela distribuicdo Normal, com parametros y=mp e o=mpq
(SANTOS, 2008; GAYON, 1998). A Figura 4 representa as probabilidades de uma
bola cair em cada canaleta, de acordo com a distribuicdo Binomial e sua aproximacao
pela Normal. Quanto mais bolas séo utilizadas, e mais fileiras de pinos existem, mais
o desenho formado se parecera com um sino.

Uma experiéncia de sucesso é relatada na abordagem de probabilidades
binomiais, no Ensino Fundamental, pelos autores (OLIVEIRA; CAZORLA, 2008).
Nessa experiéncia, 0s autores utilizaram o jogo “Os passeios aleatorios de Monica”,
proposto pelos autores (CAZORLA; SANTANA, 2006).

Por fim, considere os conceitos de probabilidade frequentista e classica:

Revista Brasileira de Educacéo e Cultura — ISSN 2237-3098 | Numero XVIII Trabalho 07
Centro de Ensino Superior de S&o Gotardo Jul-dez 2018 Paginas 101-122
http://periodicos.cesg.edu.br/index.php/educacaoecultura periodicoscesg@gmail.com



108
FERREIRA, Eric Batista; BASTOS, Rafael Lemos. Ensinando Probabilidade e NiUmeros no Ensino
Fundamental com o Quincunx.

* O conceito frequentista estabelece o calculo de probabilidades por meio de
observagdes sucessivas de um experimento aleatorio. A probabilidade € estimada de
maneira empirica experimental, podendo ser encontrada quando o numero de
experimentacdes n tende ao infinito. A probabilidade neste caso é definida pela razéo
do numero de ocorréncias e do numero total de repeticées (BAYER et al., 2002). Em
outras palavras, a probabilidade de um resultado é a propor¢cdo das repeticbes do
processo que conduzem a esse resultado.

» O conceito classico para estabelecer probabilidades é bastante simples e direto, mas
s6 pode ser usado em espacos amostrais equiprovaveis. A probabilidade de um
evento neste caso € igual a razdo entre o numero de casos favoraveis e o nimero de
casos possiveis (LAPLACE, 1814).

Analisando ambos conceitos, constata-se que o dispositivo Quincunx
segue o conceito frequentista, pois seu espaco amostral ndo € equiprovavel. Em

outras palavras, a probabilidade de cada canaleta receber uma bola, ndo é a mesma.

03 — CONSTRUINDO UM QUINCUNX

Nesta secdo é apresentado a descricdo da construcdo do Quincunx
conforme descrito por alguns autores, utilizando diferentes materiais, nimero de

fileiras de pregos e canaletas.

3.1 — Quincunx com 17 Fileiras de Pregos (AQUINO; CERDEIRA, 2004)

Nesse trabalho, os autores relatam a construcdo de um exemplo das
diversas maneiras que o quincunx pode ser feito. Os materiais utilizados foram:
» Tabua de madeira com 40cm de comprimento e 60cm de altura;
* Pregos (de diametro desprezivel);*
» Bolas de diametro 16mm;

» Fita crepe para fazer as divisérias.

4 A guantidade de pregos necesséria para a construcdo desse modelo de quincunx € dada por S =
(f2+5f+2)/2, em que f é a quantidade de fileiras de pregos que sofrem colisdo (Apéndice A).
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Foram feitas 18 fileiras horizontais de pregos. Dessas, a Ultima fileira de
pregos serve apenas para fixar as divisérias (fitas crepe). Portanto, em teria, cada bola
terd 17 colisdes. Como f=17, a quantidade de pregos utilizados neste Quincunx foi de
188. Na montagem do aparelho foi considerado o espacamento de 20mm entre pregos

e entre fileiras (Figura 5).

20 mm
—
. .
IQU mm
* [ ] ®
° . . ]

Figura 5 Esquema da montagem das fileiras de pregos. Fonte: Aquino e Cerdeira (2004).

A primeira fileira havia dois pregos. A partir da segunda, o numero de
pregos cresceu de acordo com uma progressao aritmética de ordem 1. Na ultima fileira
existiam, portanto, 18 pregos, definindo 17 divisérias (Figura 6).

Figura 6 Quincunx de Aquino e Cerdeira (2004), com as fileiras de pregos. Fonte: Aquino e Cerdeira
(2004).

E importante ressaltar que Aquino e Cerdeira (2004) utilizaram materiais de
baixo custo, e recomendam sua construgdo mesmo em escolas com poucos recursos
financeiros. Por outro lado, tais materiais geram imprecisdes, 0 que pode
comprometer os resultados.

Alguns cuidados importantes para aumentar a precisao do aparelho sao:

» a madeira utilizada deve estar bem lixada;

» 0s pregos devem ser fixados exatamente na perpendicular;

* as bolas ndo podem ter rachaduras ou sobras (de pléastico, p.ex.);
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Santos (2008) também apresenta a construcdo de dois dispositivos
guincunx, com tamanhos diferentes. Um destes, construido com material de baixo

custo e o outro com material com custo mais elevado.

3.2 — Quincunx com 16 Fileiras de Pregos (SANTOS, 2008)

Este quincunx foi construido com material de baixo custo, visando sua
utilizagdo em escolas com poucos recursos financeiros. Ele consta de dezesseis
fileiras de pregos e dezessete divisérias. Isso ocorre porque sua primeira fileira
contem 3 pregos e, a partir da segunda, o nimero de pregos cresce de acordo com
uma progressao aritmética de ordem 1. Com o objetivo de permitir seu uso na vertical,
a area dos pregos e a das divisorias foi enfaixada com plastico, de forma que as

esferas pudessem se movimentar em seu interior (Figura 7a).

(@) (b)

Figura 7: Quincunx construido com materiais de baixo custo (a) e alto custo (b). Fonte: Santos (2008).

3.3 — Quincunx com 22 Fileiras de Pregos (santos, 2008)

Este quincunx foi construido seguindo as mesmas orientacdes do primeiro.
As principais diferencas séo: custo mais elevado, em funcéo do material utilizado em
sua construcdo e maior numero de fileiras de pregos, cujo objetivo é obter distribuicdes

mais parecidas com a curva normal (Figura 7b).
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04 — RECOMENDACOES DOS PARAMETROS CURRICULARES NACI ONAIS
(PCN)

Atualmente, ha consenso a fim de que os curriculos de Matematica para o
ensino fundamental devem contemplar o estudo dos nimeros e das operac¢des (no
campo da Aritmética e da Algebra). Um olhar mais atento para a sociedade atual
mostra a necessidade de acrescentar a esses conteludos aqueles que permitam ao
cidadao tratar as informacdes que recebe cotidianamente, aprendendo a lidar com
dados estatisticos, tabelas e graficos, a raciocinar utilizando ideias relativas a
probabilidade e a combinatoria.

Ao longo do ensino fundamental o conhecimento sobre os numeros é
construido e assimilado pelo aluno num processo em que tais nUmeros aparecem
como instrumento eficaz para resolver determinados problemas, e também como
objeto de estudo em si mesmos, considerando-se, nesta dimensdo, suas
propriedades, suas inter-relacdes e o modo como historicamente foram constituidas.
Nesse processo, 0 aluno percebera a existéncia de diversos tipos de numeros
(numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais) bem como de seus diferentes
significados, a medida que deparar com situacdes-problema envolvendo operacdes
ou medidas de grandezas, como também ao estudar algumas das questbes que
compdem a historia do desenvolvimento do conhecimento matematico.

Os PCN (BRASIL, 1998) preconizam que o ensino de Matematica no
terceiro ciclo do ensino fundamental deve objetivar, dentre outras coisas:

* Resolver situagdes-problema envolvendo ndmeros naturais, inteiros, racionais e a
partir delas ampliar e construir novos significados da adicéo, subtracdo, multiplicacao,
divisdo, potenciacao e radiciacao;

» Resolver situacdes-problema que envolvam o raciocinio combinatorio e a
determinacao da probabilidade de sucesso de um determinado evento por meio de
uma razao.

» Com relacdo aos numeros naturais, muitas vezes se considera que o trabalho com
eles se encerra no final do segundo ciclo; no entanto, € fundamental que o aluno
continue a explora-los em situagBes de contagem, de ordenacéo, de codificagdo em
gue tenha oportunidade de realizar a leitura e escrita de numeros grandes e
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desenvolver uma compreensao mais consistente das regras que caracterizam o

sistema de numeracéao que utiliza.

Por sua vez, para o quarto ciclo do ensino fundamental, os PCN (BRASIL,
1998) sugerem 0s seguintes conteudos e procedimentos de Matematica:
* O estudo da probabilidade tem por finalidade fazer com que os alunos percebam
que por meio de experimentagcdes e simulagbes podem indicar a possibilidade de
ocorréncia de um determinado evento e compara-la com a probabilidade prevista por
meio de um modelo matematico.
» Usar os diferentes significados dos numeros naturais, inteiros, racionais, irracionais
e das operacdes para resolver problemas, em contextos sociais, matematicos ou de
outras &reas do conhecimento.
» Com relacdo aos numeros naturais € possivel identificar alguns fatores que tém
concorrido para que sua aprendizagem acabe néo se consolidando ao longo do ensino
fundamental:
» Leitura dos numeros que implica a compreensdo de regras estabelecidas
para a formacéo das classes, agrupamentos de mil (milhares, milhdes, bilhdes,
trilhdes...);
» Valor posicional dos algarismos na escrita numérica que nem sempre é
percebido: mesmo alunos que sabem escrever nimeros corretamente, muitas
vezes ndo os sabem interpretar, afirmando, por exemplo, que 2.343 é préximo

de 2.340, mas néo reconhecendo que em 2.343 ha 234 dezenas.

4.1 — A Probabilidade no Ensino Fundamental

A Estatistica e a Probabilidade tém um papel essencial na formacédo do
cidadao, uma vez que possibilitam lidar com a aleatoriedade e o acaso, permitindo
uma analise de fatos complexos que, sob uma visdo determinista, tornam-se
impossiveis de serem tratados. Sendo assim, ao pensar a inclusdo desses temas no
curriculo faz-se necessario pensar quais conceitos devem ser abordados a fim de
garantir a possibilidade de desenvolvimento de uma visédo estatistica e probabilistica
expressiva (LOPES, 1999).
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Entretanto, embora a estatistica e a probabilidade tenham um papel
essencial na formacao do cidadao, muitos professores sentem-se inseguros ao lidar
com o ensino de probabilidade. Existem duas dificuldades pedagdgicas para que os
professores de matematica da Educacéo Béasica ensinem Probabilidade (SERRADO;
AZCARATE; CARDENOSO, 2006; GONCALVES; MUNIZ, 2006):

* Quebrar habitos e assim, buscar novas informacoes e atividades para desenvolver
na sala de aula.
» Geralmente, educadores provenientes das licenciaturas em Matematica, ndo tém

formacgé&o nas questdes relacionadas ao ensino deste conteudo.

Para o terceiro ciclo do ensino fundamental, os PCN (BRASIL, 1998)
sugerem — dentre outros — 0s seguintes contetdos e procedimentos de Estatistica e
probabilidade:
» Coleta, organizacdo de dados e utlizagdo de recursos visuais adequados
(fluxogramas, tabelas e gréaficos) para sintetiza-los, comunicé-los e permitir a
elaboracao de conclusdes.
* Leitura e interpretacdo de dados expressos em tabelas e graficos.
» Compreensao do significado da média aritmética como um indicador da tendéncia
de uma pesquisa.
» Construcado do espaco amostral e indicacdo da possibilidade de sucesso de um

evento pelo uso de uma razéao.

Por sua vez, para o quarto ciclo do ensino fundamental, os PCN (BRASIL,
1998) sugerem — dentre outros — 0s seguintes conteudos e procedimentos de
Estatistica e probabilidade:
* Leitura e interpretacdo de dados expressos em graficos de colunas, de setores,
histogramas e poligonos de frequéncia.
* Organizacao de dados e construcao de recursos visuais adequados, como graficos
(de colunas, de setores, histogramas e poligonos de frequéncia) para apresentar
globalmente os dados, destacar aspectos relevantes, sintetizar informacdes e permitir

a elaboracao de inferéncias.
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« Compreensao de termos como frequéncia, frequéncia relativa, amostra de uma
populacao para interpretar informacgdes de uma pesquisa.

» Obtencdo das medidas de tendéncia central de uma pesquisa (média, moda e
mediana), compreendendo seus significados para fazer inferéncias.

» Construcao do espaco amostral, utilizando o principio multiplicativo e a indicagcao da
probabilidade de um evento por meio de uma razao.

» Elaboracédo de experimentos e simulacdes para estimar probabilidades e verificar

probabilidades previstas.

Além disso, os PCN (BRASIL, 1998) para o ensino fundamental ainda
mencionam duas atitudes que corroboram com as atividades propostas por esse
trabalho:

» Compreensdao da importancia da estatistica na atividade humana e de que ela pode
induzir a erros de julgamento, pela manipulacdo de dados e pela apresentacao
incorreta das informacfes (auséncia da frequéncia relativa, graficos com escalas
inadequadas).

* Valorizacdo do uso dos recursos tecnolégicos, como instrumentos que podem
auxiliar na realizacdo de alguns trabalhos, sem anular o esforco da atividade

compreensiva.

05 — ATIVIDADES PROPOSTAS

Propdem-se aqui trés atividades praticas, a serem realizadas com alunos
do Ensino Fundamental, com os seguintes objetivos:
« trabalhar os conceitos de valor dos algarismos em um numero: unidade, dezena,
centena, milhar, etc.;
* empiricamente, introduzir os conceitos de probabilidade, espago amostral
equiprovavel e ndo-equiprovavel;
e dar subsidio suficiente para que os alunos, futuramente, possam lidar com

distribuicdo Normal de probabilidades, aceitando-se como uma distribuicdo natural.

Revista Brasileira de Educacéo e Cultura — ISSN 2237-3098 | Numero XVIII Trabalho 07
Centro de Ensino Superior de S&o Gotardo Jul-dez 2018 Paginas 101-122
http://periodicos.cesg.edu.br/index.php/educacaoecultura periodicoscesg@gmail.com




115
FERREIRA, Eric Batista; BASTOS, Rafael Lemos. Ensinando Probabilidade e Niumeros no Ensino
Fundamental com o Quincunx.

« Utilizar recursos computacionais disponiveis para visualizar o funcionamento do

Quincunx.

Atividade 1: Probabilidade e espacos amostrais

1. Primeiramente, de posse do Quincunx, explicar aos estudantes do se trata e seu
funcionamento — tendo ele sido construido pela turma ou nao.

2. Com o auxilio de um aluno, uma bola deve ser colocada no topo do dispositivo e
deixada cair, observando e discutindo a sua trajetoria.

3. Neste momento, o professor de inserir o conceito de probabilidade, explicando que
a bola, ao bates em um pino, tem aproximadamente 50% de chance de cair para a
direita e 50% de chance de cair para a esquerda. Se apenas um pino representasse
todo o experimento, esse seria 0 conceito de espagco amostra equiprovavel.

4. Antes de largar varias bolas no dispositivo, o professor deve perguntar aos alunos
0 que eles acham que aconteceria se muitas bolas fossem largadas no alto do
dispositivo. Sera que elas cairiam preenchendo todas as canaletas? Sera que o
namero de bolas em cada canaleta seria 0 mesmo? Se nado, onde eles esperariam
haver o maior nimero de bolas?

5. Em seguida, o professor deve convidar varios voluntarios a soltar suas bolas no alto
do dispositivo. Elas devem ser soltas uma de cada vez, para que ndo se choquem e
permitam que os eventos continuem independentes.

6. ApOs a queda de todas as bolas, deve-se discutir o porqué daquela distribuicdo ao
se observar as bolas dentro das canaletas. Deve-se argumentar que, a cada pino, as
bolas caem ora para a direita, ora para a esquerda, e por iSso € mais provavel sua
posicdo final ser nas canaletas do centro. Como é improvavel que uma bola caia
sempre para a direita (ou sempre para a esquerda), as canaletas das extremidades
sao as mais vazias. Essa observacgéao pode ilustrar o conceito de espaco amostral nao-

equiprovavel.
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Atividade 2: NUmeros e algarismos

1. O professor deve nomear cada canaleta de um quincunx, da direita para a
esquerda, como unidades, dezenas, centenas, milhares, dezenas de milhares,
centenas de milhares, milhdes, dezenas de milhdes e centenas de milhdes, no caso
de um Quincunx com 9 canaletas.®

2. Em seguida, um numero fixo de bolas (por exemplo, 30) deve ser cuidadosamente
solto no alto do aparelho. Contando-se o numero de bolas em cada canaleta, o
professor deve chamar atencdo para um numero real que foi gerado.

3. O experimento pode ser repetido umas 3 ou 4 vezes, para se verificar que 0 nimero
formado nao se repete sempre, o0 que introduz o conceito de processo probabilistico,
de incerteza.

4. Se desejado, e para turmas mais avancadas, o professor pode perguntar aos alunos
qual seria o numero mais provavel de ser formado, ou melhor, qual seria 0 niumero
gue eles esperavam que fosse formado ao se soltarem, por exemplo, 30 bolas. Esse
namero teria uma caracteristica interessante, seus algarismos extremos seriam
menores que seus algarismos centrais. Por exemplo, o nimero 013.787.310 é o
esperado para ser formado em um dispositivo com 9 canaletas, quando 30 bolas
fossem usadas.

5. Ao longo das repeticdes do experimento, ao serem gerados numeros diferentes
pode-se introduzir o conceito empirico de variancia.

6. Para alunos mais jovens, de séries iniciais do ensino fundamental, pode-se
trabalhar as operacfes de adicdo e subtracdo entre numeros resultantes dos
experimentos. Cada aluno tem a oportunidade de realizar seus préprios experimentos
e anotar seus numeros, que serdo provavelmente diferentes dos numeros de seus
colegas. Além disso, a operacdo de divisdo pode ser explorada. Ao se somar 0s
algarismos do numero resultante, e dividir o resultado dessa soma pelo numero de
canaletas, o conceito de numero médio de bolas por canaleta surge imediatamente.
Como a soma dos algarismos de qualquer niumero resultante € o niumero inicial de

bolas utilizadas, essa é mais uma conclusao interessante para o aluno.

5 Um Quincunx com menos canaletas pode ser construido para se trabalhar com estudantes mais
jovens que, por exemplo, devem aprender apenas até as unidades de milhar.
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Atividades 3: Quincunx virtual

Primeiramente, € Obvio que, para desenvolver essa atividade, a escola
deve possuir um laboratério de computadores conectados a internet.

Um exemplo de quincunx virtual pode ser encontrado no sitio:
http://www.mathsisfun.com/data/quincunx.html. Se trata de um simulador eletrénico
do quincunx, que permite ao usuario determinar o numero de bolas utilizadas, alterar
a velocidade de queda (normal e rapida), a probabilidade da bola cair para esquerda
(e consequentemente, para a direita), e determinar o niumero de fileiras de obstaculos

(1 a 19), o que determina o numero de canaletas (Figura 8).
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Figura 8 Quincunx virtual com 15 fileiras de obstaculos e 50% de probabilidade, apds o lancamento de
313 bolas. Fonte: Math is fun (2011).

Vale notar que nesse quincunx virtual, a primeira fileira contém apenas um
obstaculo. Esse jogo ainda dispde de um histograma que € construido dinamicamente
a medida que caem as bolas, mostrando assim o formato da distribuicdo empirica.

Atividade:

1. Acessem o sitio.

2. Peca aos estudantes que mantenham a probabilidade de 50%.

3. Cologuem o numero de fileiras igual ao quincunx construido pela turma (ou um
namero fixo, caso nao haja um quincunx fisico).

4. Permitam o lancamento de um numero fixo de bolas (30, por exemplo).
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5. Chame atencéo para o formato do histograma construido.

6. Peca para aumentarem o numero de bolas lancadas (talvez usando o recurso de
aumentar a velocidade).

7. Novamente, chame atenc¢éo para o formato do histograma construido®.

8. Sugira alterar a probabilidade drasticamente (por exemplo, 80%) e repita 0s passos
de 3 a 7. Com isso, distribuicbes empiricas assimétricas serdo construidas.

9. Sugira alterar o numero de fileiras e repita os passos de 3 a 8. Com isso, pode-se
perceber que com mais linhas a distribui¢cao tedrica € mais bem aproximada.

10. A nocédo de espaco amostral ndo-equiprovavel pode ser também explorada, uma
vez que, independentemente da probabilidade adotada, ele ndo sera equiprovavel (a

distribuicdo uniforme ndo podera ser construida).

06 — CONSIDERACOES FINAIS

A Matematica esta presente no dia a dia, desde uma simples contagem,
nos orcamentos ou nos gastos diarios, até nos indices que determinam a qual classe
social uma pessoa pertence. E importante saber usufruir e estimular o seu estudo de
forma clara e objetiva quanto a sua aplicacdo imediata.

Porém, apesar de estar presente em tantos momentos importantes, ela
pode parecer para muitos, como uma disciplina complexa e isolada. As operagdes
basicas sdo necessarias, todavia sao consideradas dificeis na hora do aprendizado,
pois os educandos enfrentam muitas dificuldades em opera-las. Um dos meios de
contornar essas dificuldades intelectuais e materiais foi a invencdo do abaco, que
pode ser considerado 0 mais antigo instrumento de computacdo mecéanica usado pelo
homem. Este trabalho mostra que o Quincunx pode ser utilizado com finalidade
semelhante ao abaco, além de introduzir conceitos importantes sobre probabilidade,
espacgos amostrais e eventos aleatorios.

O Quincunx é um aparelho que permite mostrar aos alunos a geracao da
distribuicdo Normal e pode ser aplicado em todos os niveis de ensino, podendo-se

omitir o formalismo matematico no Ensino Fundamental, devido a complexidade dos

6 Com 50% de probabilidade, a no¢do do Teorema Central do Limite pode ser introduzida ao observar
o formato parecido com a Normal.
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conceitos envolvidos. Utilizando o Quincunx, o professor pode facilitar o ensino, pois
o aluno pode participar ativamente do processo de constru¢do do conhecimento,
associando a teoria a pratica por meio de simula¢des ludicas (SANTOS, 2008).

Com o ensino de probabilidade se iniciando no ensino fundamental o aluno
pode compreender que muitos dos acontecimentos do cotidiano sdo de natureza
aleatéria. Com isso, os alunos podem identificar seus possiveis resultados e estimar
suas possibilidades. As nocdes de acaso e incerteza, que se manifestam
intuitivamente, podem ser exploradas na escola, em situagcées em que o aluno realiza
experimentos e observa seus resultados (eventos), em espacos amostrais
equiprovaveis e nao-equiprovaveis. Relativamente aos problemas de contagem, o
objetivo € levar o aluno a lidar com situagBes que envolvam diferentes tipos de
agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio combinatério e a
compreensdao do principio multiplicativo para sua aplicacdo no calculo de
probabilidades.

Por fim, aconselha-se que a eficiéncia das atividades propostas neste
trabalho seja testada por pesquisas futuras.
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Apéndice A:
A soma dos termos de uma progressao aritmética é dada por:

fla+a
__f(a+a)
2
em que a; é a quantidade de pregos na primeira fileira, ar € a quantidade de pregos na ultima fileira
(que sofre colisao) e f € o numero de fileiras que sofrem colisao.

Na construgdo do quincunx de Aquino e Cerdeira (2004), temos que a1 = 2 e a;= f +1.
Logo, a quantidade de pregos necessaria para a construcgao é:

f(2+f+1)_ f2+3f
2 2

Além disso, na construcdo do quincunx de Aquino e Cerdeira (2004), tem-se a fileira de
pregos que nao sofre colisdo, mas que € utilizada na construcédo das divisérias, ela tera a mesma
guantidade de pregos da Ultima fileira que sofre coliséo. Portanto, a quantidade de pregos necessaria
para a construcao sera:

S =

2 2
TS yg) (75142
2 2

S

Apéndice B:

Determinacao do numero maximo de bolas a serem utilizadas no experimento, em funcéo
da altura das canaletas. Suposicdes:
A adimenséo da bola igual a largura da canaleta, ou seja, as bolas s6 podem ficar empilhadas nas
canaletas.
A o numero de canaletas é impar, ou seja, existe apenas 1 canaleta central.

O objetivo de calcular o nimero maximo de bolas no experimento € minimizar a
probabilidade de uma canaleta “transbordar” e, com isso, alterar a distribuicdo empirica construida.

Seja h a altura das canaletas, d o didmetro da bola, p. a probabilidade de uma bola cair
na canaleta central e N o nUmero maximo de bolas que sera utilizado no experimento.

A esperanca do nimero de bolas na canaleta central é dada por

E[Y]= Np,

Por outro lado, desejamos que tal esperanga seja igual ao nUmero maximo de bolas que a canaleta por
comportar, ou seja,

h
E[Y] =
d
Imediatamente, temos que o nimero maximo (N) de bolas no experimento deve ser:
_h
dp’
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